Lycée La Martiniére Monplaisir PT

TD19 — Coniques

Exercice 1

On considére un point M qui décrit la parabole C d’équation 2% = 2py dans le repére orthonormé
0,7.7)
1. Quelle est 'enveloppe I' de la famille des droites (IH) ou I est le milieu de [OM] et H le
projeté orthogonal de M sur (Oz)?
2. Tracer sur une méme figure I" et C.

Exercice 2

- —=
i, 7).

On considére la parabole P d’équation 32 + = = 1 et lellipse £ d’équation z? + 2y% = 1.

Soit A le point de coordonnées (1,0) dans le plan muni d’un repeére orthonormé (O,

Pour tout m # 0, la droite variable A,, d’équation y = m(1l — x) passant par A recoupe la
parabole en un point M # A et l’ellipse en un point N # A.
1. Donner les coordonnées de M et N.
2. Donner une équation de la tangente en M a la parabole P et une équation de la tangente en
N a lellipse £.
3. Déterminer le lieu des points d’intersection I de ces deux tangentes quand m décrit R*.

Exercice 3 Hyperbole équilatere

Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ’excentricité d’une hyperbole pour que ses
deux asymptotes soient orthogonales. On dit alors que ’hyperbole est équilatere

Exercice 4

Soit ## une hyperbole du plan £2. On considére un point M de S# et on note H et H' ses projetés
orthogonaux respectifs sur les asymptotes de . Montrer que le produit MH x M H' ne dépend
pas du choix du point M.

Exercice 5

Soient A et B deux points distincts du plan et soit I le milieu du segment [AB]. Déterminer le
lieu des points M du plan tels que MI? = MA x MB.

Exercice 6 Définition bifocale d’une ellipse

Soit Fy et Fy deux points distincts du plan. On considére un réel a > 0 et on désigne par €
I’ensemble des points M € & tels que M Fy + M Fy = 2a.
1. Déterminer la nature de € si 2a < Fi Fy.
2. Déterminer la nature de € si 2a = 1 Fs.
3. On suppose que 2a > F} F5.
(a) Montrer que % est une ellipse dont les deux foyers sont Fy et Fs.
(b) Montrer que si Papplication f : I — &2, notée f : t — M(t), est une paramétrisation de
lellipse %, alors on a

vtel, <f’(t)7 Q%Eg + Z};z%g§> -

(¢) Comment se réfléchit sur I’ellipse un rayon lumineux passant par F; ?

Exercice 7 Définition bifocale d’une hyperbole

Soient F; et Fy deux points distincts du plan. On consideére un réel a > 0 et on désigne par €
I’ensemble des points M € & tels que |MFy — M F;| = 2a.
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1. Déterminer la nature de € si 2a > F} F5.
2. Déterminer la nature de € si 2a = 1 Fs.

3. Montrer que si 2a < F; Fy, alors ’ensemble € est une hyperbole dont les deux foyers sont F}
et FQ.

Exercice 8 Propriété optique de la parabole

Soit € une parabole de foyer F' et de directrice 2.
1. Montrer que pour tout point My de €, la tangente a € en My est la médiatrice du segment
[FHy] ou Hy est le projeté orthogonal de My sur 2.
2. En déduire que la droite normale & la parabole ¥ au point M, est la bissectrice de I’angle
FM, H,.
3. Comment se réfléchit un rayon lumineux se dirigeant sur la parabole dans une direction
parallele a l’axe focal 7

Exercice 9

On munit le plan d’un repére orthonormé (O, 7, 7) Déterminer la nature géométrique et préciser
les éventuelles symétries des coniques suivantes.
(i) 42 +y® +4x -2y — 6 =0,
) 272% — 6y + 18z — 64y — 12 = 0,
) 2 +day — 2y — 22 —4y — 11 =0,
) xzy+ 3z +5y —4=0.
) 2%+ 2xy +y* + 3z — 2y = 0,
(vi) 2% + 22y +y? — 62 — 6y +8 =0,
) 1322 — 32zy +37y% — 5 =0,
) 2% + 8xy — 5y* — 28z + 14y +3 =0,
) 322 +V3xy — 2% 4+ 14y — 4 =0,
) 22 + 22y + 32 — 2V2x + 6v/2y = 0.

Exercice 10

- =
Soit m € R. On munit le plan d’un repére orthonormé (O, i, j
conique %, d’équation

). Déterminer la nature de la

)

22 +y? + 2may =1

Exercice 11

- —
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, i, j ), on considére la conique ¢ d’équation
22 —day+ 22 +2x4+y—2=0.

1. Déterminer la nature de la conique €.
2. Montrer que ¥ admet une tangente au point (1, 1) et préciser une équation de cette derniére.

Exercice 12

Discuter selon la valeur du réel A la nature et les éléments caractéristiques de la courbe plane dont
une équation cartésienne dans un repere orthonormé du plan est

1
(1+)\)($2+y2)+2(1—)\)xy—4/\y+/\+1:0_

Exercice 13

On munit le plan d’un repére orthonormé (O, _z'>, 7) On considére un polynéme P € R[X] unitaire
de degré 3 .
1. Montrer que ensemble des points du plan de coordonnées (z,y) vérifiant I’équation P(z) =
P(y) est la réunion d’une droite et d’une conique €.
2. Montrer que la conique € est bornée.
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Exercices issus d’oraux

Exercice 14
(Oral 2023)
On se place dans le plan muni d’un repére orthonormé (O, i, j

).
S 1 . y LD 9 oy —
Etudier et dessiner la courbe d’équation 5 (z*+y°) — 3zy + \/5(;10 +y)=0

)

Exercice 15
(Oral 2010)
Soit (P) la parabole d’équation y* = 2pzx, (p > 0) et I un point quelconque du plan.
1. Déterminer le nombre de tangentes & (P) passant par I.
2. Déterminer le lieu des points I par lesquels passent deux tangentes a (P) orthogonales.

Exercice 16
(Oral 2010)

Soit (I') 'hyperbole d’équation zy = k, (k > 0) et A, B et C trois points de I' Montrer que
Porthocentre H du triangle ABC' est aussi sur (I).

Exercice 17
(Oral 2016)

- =
On se place dans R? muni du repére canonique (O, i , j ).

Soit A(1,0), A’(—1,0) et N(2,t) pour t € R.
Soit M le point d’intersection de la perpendiculaire en A & (AN) et de la droite (A’'N).

1. Trouver les coordonnées de M en fonction de t.
2. Etudier la courbe C, ensemble des points M.
3. Montrer que C' est une ellipse privée d’un point.

Exercice 18
(Oral 2019)
Pour z € C on pose Z = iz> + 2 (6 — 2i) z + 18 + 8i.
1. Trouver les complexes z tels que Z = 0.

2. On considere 'ensemble (C;.) des points d’affixes z tels que Re (Z) = 0. Caractériser et tracer
cet ensemble.

3. On considere 'ensemble (C;) des points d’affixes z tels que Im (Z) = 0.
4. Déterminer I'intersection de ces deux ensembles.
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Corrigés des exercices

Corrigé de I’exercice 1

1. On peut paramétrer la parabole

$2
C—{(w) ’“R}
2

2
x T T
Si M a pour coordonnées (gc, 2—) alors I a pour coordonnées <§7 4—) et H a pour coor-
p P

données (z,0).

La droite (I H) est ainsi la droite passant par le point H(x) de coordonnées (z,0) et dirigée
par le vecteur 7(:6) de coordonnées (—2pm, mz).

On a

det(T (), @ (z)) = “273 2| _ g

2x T

%
Pour z # 0 on a det( (z), v/ ()) # 0 donc la famille de droite (I(z)H (x)) pour z # 0 admet
bien une enveloppe.

%
On la cherche sous la forme H(z) 4+ \(z) W () avec det(H'(z) + Mz)u (z), @ (z)) = 0.
On a ainsi (@)
|1 =2pA(z) —2px| o
0= ] oD 214 apaa)
Dioit A(z) = ——
u Az) = o

x(t) =2t
Une enveloppe de la famille de droites (I H) est donc la courbe paramétrée par - 2
pour ¢t # 0

%
Il s’agit également d’une parabole d’axe focal I'axe (Oy) dirigé dans le sens de — j privée de
son sommet O.
2. On a le tracé suivant

Figure .1 — Tracé de (%), en blue et (I') en rouge

Corrigé de ’exercice 2

2 =1 211
1. On a {yM o d’ou (zar,ym) € {(m ,—) 7(1,0)}

ym =m(l —xp) m2 m

2.1 1
Puisque M # A, M est donc le point de coordonnées (m 5 —>.
m m
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2 2 2
Ty +2yy =1 . 2m* —1 2m
Ona{ VN d’ou (zn, € , ,(1,0

{yszu—xN) v e (Gt zrr) (000

2m? -1 2
Puisque N # A, N est donc le point de coordonnées ( mn mn )

2m2 +1'2m?2 +1
2. La tangente a la parabole en un point B(zg, y0) a pour équation (x — xg) + 2yo(y — yo) = 0.

o . . m? —1 2 1 _
Ainsi, la tangente a P en M a pour équation |z — 3 + —|ly—— | = 0, ie.
m m

(mPz — (m* — 1)) +2(my — 1) = 0.
La tangente a lellipse en un point B(xg,yo) a pour équation 2z¢(z — o) + 4yo(y — yo) = 0.

Ainsi. la t te £ en N uati 22m2—1 2m? — 1 N 8m 2m
insi, la tangente a £ en N a pour équation 2———— | = —
ans Potred om? + 1 om?+1) 2m2+1\Y
0, ie. 2(2m? — 1) ((2m® + 1)z — 2m* + 1) + 8m ((2m* + 1)y — 2m) = 0.
3. L’intersection de ces deux tangentes est le point I de coordonnées (1, 2).
m

Lorsque m décrit R* ce point décrit la droite d’équation x = 1 privée du point A.

Corrigé de I’exercice 3

2 2
x
D’apreés le cours, dans le repére focal, une hyperbole a une équation de la forme — — 2—2 =1, avec
a
p p
a= et b= ———.
ez -1 e —1
t) = ach(t
De plus, dans ce repeére on peut la paramétrer par ®)
t) = bsh(t)

o . s : b .
Ainsi ses deux asymptotes sont les droites d’équation y = —x et y = —x dirigée respectivement
a a
par les vecteurs u (a,b) et ¥ (a, —b).
Les asymptotes sont donc orthogonales si et seulement si (7,7> = 0, i.e. si et seulement
2 2
a® =10b".

Ainsi les asymptotes sont orthogonales si et seulement si e — 1 = 1 donc si et seulement si

e= V2.

Com2 41

Corrigé de l’exercice 4

On se place dans le repéere focal.

t) =ach(t
On va paramétrer notre hyperbole par #(t) = ach(?) outelR
y(t) = bsh(t)
: , : b b
Les asymptotes de ¢ sont les droites d’équations y = P et y = — &
b _
Le projeté H de M sur la droite d’équation y = —x vérifie bx y—ayg = O et TH oMb =0.
a Ya —Ym —a
. alazy +byy)  ala®ch(t) + b? sh(t)) b(a? ch(t) + b%sh(t))
Ainsi xpy = 2102 = 20 et yg = 210
Zch(t) — b? sh(t b(—a? ch(t) + b?sh(t
De maniére similaire x g = a(a”c 52)4_ = sh(t)) et ygr = (za Ca(Q :_—;2 sh( ))

):

Rappel

L’excentricité d’'une
hyperbole est un
réel strictement plus
grand que 1.
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On a alors
MH? — (a(a chéi):—bl; sh(t)) —ach(t)) N (b(a chC(LtQ):—be sh(t)) bsh(t))
 (ab?(sh(t) — ch(t))\* [ ba2(ch(t) —sh(t))\?
( e > +< o + B )
_a?b?(ch(t) — sh(t))2(b? + a?)
- (a2 + b2)2
_ a2b2072t
Nz
Et
2 (a(a®ch(t) — b sh(t)) > [b(—a?ch(t) + b2 sh(t)) 2
MH'™ = < 2 - ach(t)) + < prs - bsh(t))
—ab?(sh(t) + ch(t))\?> [ —b(a®(ch(t) +sh(t)\>
_ ( (;(Jz;c ())) +< ( (;:2(+)b—; (t) )
_a®b?(ch(t) +sh(t))?(b? + a?)
B (a2 + b2)2
B a2b2e2t
e
Ainsi
a2b2e—2t a2b2e2t a2b2

MH MH'Z\/ =
x a?+0b2 a2 +b2 a2+ b2

Le résultat ne dépend donc pas du choix du point M.

Corrigé de ’exercice 5

On se place dans le repere direct centré en I et dont ’axe des abscisses est 'axe I, m
Notons a = I B. Dans ce repére A a pour coordonnées (—a,0) et B a pour coordonnées (a,0)
Soit M(z,y), on a alors MI? = 2® + 4>, MA=\/(z +a)2 +y? et MB = \/(z — a)? + 2.
Puisque toutes les quantités sont positives, on a MI? = MA x MB si et seulement si MI* =
MA? x M B2
L’ensemble que I’on cherche a ainsi pour équation (22 +y?)% — ((z —a)* +y?)((x +a)* +4*) =0

Or

@+ 1) = (w—a)’ + ") (z+a) +y°) =2 +22°° + ' — (x —a)’(z + a)® = y*((z — a)* + (x +a)*) — ¢*

— 2t 4 2227 — (2% — a?)? — 2 (242 + 24%)
=a?(22? — 2y% — d?)

2
a
Ainsi MI? = MA x MB si et seulement si 22 — 3% = TR On reconnait la ’équation d’une

hyperbole d’axe focal 'axe (IB) et centrée en I.

Corrigé de I’exercice 6

1. L’inégalité triangulaire nous assure que ||[F1M + MFs|| < ||[FAM|| + | M Fs|. Cest-a-dire
F\Fy < MF, + MF,.
Ainsi, si 2a < FyFy alors il n’existe pas de point M tel que M Fy + M Fy = 2a, on a donc
€ =1.

2. Le cas d’égalité dans I’inégalité triangulaire nous assure que | Fy M +M F|| = ||[Fy M ||+||M Fy||

— T
si et seulement si F1M et M F, sont positivement colinéaires, ce qui est équivalent a M €
[F1F).
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Ainsi si 2a = F1 Fy alors € = [F1 F3].
3. On suppose que 2a > F1 F5.

(a)

On se pljsfg dans le repére direct centré au milieu I de [F}F] et d’axe des abscisses
laxe (I,1F5).

Notons b = I'F5 > 0. Dans ce repére F5 a pour coordonnées (b,0) et Fy a pour coordon-
nées (—b,0).

Soit M (x,y) un point du plan. On a alors

MF1+MF2:\/(ﬂf—a)2+y2+\/(x+a)2+y2

D’ou
MF,+MF,=2a & /(z—02+y2+/(x+0)2+1y2=2a
2
o <\/(1- —b)2+y2+ \/(x +0)2+ y2) = 4q2 Toutes les quantitées
en jeu sont positives
s (-0’ +yP+ @+ + 1P +2V/((x = b)2 +y2)((z + b)2 +y2) = 4a®
& 202+ 207 + 207 + 2¢/(22 — b2)2 + gt + y2(222 + 2b2) = 4a>
& ot — 22202 + b 4yt + 22292 + 2y202) = 2a% — b — 2 — 3P
<~

ot — 22207 + b + oyt + 22797 4 29707 = (207 — b? — 22 — o?)?
20> — b — 2?2 —y2 >0

at — 22207 + b + yt + 22297 + 24202

2
& =yt 4+ 22297 — 4%y + 20%9° + 2t — 4a22® + 20%2% + da* — 4b%a® + bt
2aszzfmzfy2 >0
ay? +ax® —bv2a? —at +0%a? =0
= 2 22
20> — b — gz y* =0
- ( )x2+a2y2*a2(a27b2)
24> b2 > +y2 >0
22 92 -1 — Foyers
& a2 a2 —-b2

Dans le repere
focal, le centre
I de Tellipse a

a2—b2>x2—|—y2>0

2 2

T données
Puisque 2b = F1 F> < 2a I'équation — + 2y7b2 = 1 décrit une ellipse centrée en I dont pouI;];:oor e
a2 a?— _r 0) -
—% )
Paxe focal est axe (I, IF3), i.e. la droite (FyF»), de demi-grand axe a et de demi-petit 1-e?

al e (VG = P20
axe \/ﬁ- Ainsi ce foyer a

Cette ellipse est incluse dans le cercle de centre I et de rayon a. Comme a > b on a pour coordonnées
2a? — b? > a?, ainsi, si M (x,y) est une point de I'ellipse, alors =2 + y? < a® < 2a” — b*. (VG2 — P2,0) dans

. — le repere centré en I.
Notre ensemble est donc bien une ellipse centrée en I dont I'axe focal est 'axe (I, IF3), I ell?pse étant symé-

i.e. la droite (F} F3), de demi-grand axe a et de demi-petit axe v/ a? — b2. trique par rapport
a son centre I, le
point de coordon-

données (v/G? — P2,0) et (—vG — P,0) ol G est le demi-grand axe et P le demi-petit nées (/G2 — P2,0)
axe. Ici les foyers ont donc pour coordonnées (b,0) et (—b,0), ce sont donc bien Fj et ’
Fs.

On sait qu’alors les foyers se trouvent sur ’axe focal. Dans ce repere ils ont pour coor-

est également un
foyer de ’ellipse.

V'

On rappelle que, si u et v sont deux fonctions & valeurs vectorielles alors ((u,v))’ =
(u', u)

I

— —
Soit f une paramétrisation de Uellipse et ¢ : ¢t — ||[Fy M (t)| + |FoM(t)]|-

(', v) + (u,v"). Ainsi |Ju]|’ =

7 Bastien Marmeth
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@ est alors constante égale a 2a. Or, pour t € I, on a

o FIM(0), RM(1) | FM(t), FM(1)
¢'(t) = +
|Fd () R

— o
=(ro f ) + (7o 230
B <F1M(t§ . FgM(t§>

O\ FIM(t)  FM(t)

@ étant constante, on a bien

vtel, <f’(t), 2%8 - 21\]\%2> -

Un rayon lumineux passant par F; qui arrive en un point M (t) se réfléchit de telle sorte
que l'angle entre le rayon incident et la tangente a l’ellipse est égal a ’angle entre le
rayon réfléchi et la tangente a ellipse.

Ainsi, si le rayon incident est dirigé par un vecteur unitaire u alors le rayon réfléchi est
dirigé par le vecteur unitaire v image de u par la symétrie par rapport a la normale a
Pellipse en M (t).

v est alors 'unique vecteur unitaire tel que u + v soit colinéaire & la normale & ’ellipse
en M(t), donc 'unique vecteur unitaire tel que (u + v, f'(t)) = 0.

M)
FLM(t)
FM(t

FyM(t)
trouve donc a lintérieur de Vellipse sur la droite (Fo M), il passe ainsi par le foyer Fb.

Si le rayon part de F alors le vecteur w est le vecteur , la question précédente

nous assure dans ce cas que le vecteur v est le vecteur . Le rayon réfléchi se

Corrigé de l’exercice 7

1. De la méme maniere que dans l’exercice précédent, si 2a > Fy Fy, € est 'ensemble vide.

2. Si 2a = F1 F5 alors, la encore en exploitant le cas d’égalité de I'inégalité triangulaire, on en
déduit que € est la réunion de deux demi-droites, c’est la droite (Fy Fy) privée des points de
]FlFQ[.

3. Oniplace dans le repeére direct centré au milieu I de [FyFy] et d’axe des abscisses 'axe
(I,1F3).

On note b = I'F», Fy a alors pour coordonnées (b,0) et F} a pour coordonnées (—b,0).

En notant (x,y) les coordonnées de M on a alors

IMF, — MFy| = 2a & (MFy, — MF,)? = 4a®

Comme b > a I’équation

& MF? —2MF,MF, + MF} = 4a®
& @)+ 4 (=07 + 2 =2V (@ + 02 + ) (@ — b)? + y?) = da?
& 22+ y? + 07— 2a% = /(22 — b2) + 2y2(22 + b2) + ¢4
- (x2+y2+b2—2a2)2:(xQ—b2)+2y2(x2+b2)+y4
x2+y2+b2—2a220
(0 — a)a? — a2y = a®(b? — a?)
= 2, .2 ,12 o 2
zt+y +0°—2a° >0
2 2o
= a® b —a
22 +y? > 24% - 1?
2 2

= Yy
az b2 — a2

= 1 décrit une hyperbole de centre I et d’axe focal

l'axe IFy
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Si M(x,y) est un point de cette hyperbole alors
2

b2 — 2

2 _ 424 y? > a® > 2a% — b2

?+y Yy +y’=ad+

a
b2 — 2

2 2
T
Ainsi notre ensemble est bien I'hyperbole d’équation — — bei? = 1 décrit une hyperbole
a —a

de centre 1.

e
On sait que les deux foyers de trouvent sur 'axe focal a une distance d 1 du centre, ici

e2

o=—L et Vir—ar=—L  qon L= \/2rpr—az =
e2 -1 2 —1

sqrte2 — 1’

Les deux foyers de I’hyperbole se trouvent donc bien aux points F et F.

Corrigé de I’exercice 8

1. On se place dans le repere centré au sommet de la parabole dont 1'axe des abscisses est 1'axe
de symétrie de la parabole.

Dans ce repere la parabole a pour équation y2 = 2pzx, le foyer a pour coordonnées (g, 0) et la
2

directrice Z est la droite d’équation x = —g. Soit alors My <g, y) un point de la parabole.

p

Son projeté orthogonal Hy sur & a pour coordonnées (—‘g, y)

La tangente a € en M est la droite dirigée par le vecteur de coordonnées (y, 1) et passant
p

par My et la droite F Hy est dirigée par le vecteur de coordonnées (—p, y).

Les vecteurs de coordonnées respectives (y, 1) et (—p,y) sont orthogonaux, la tangente &
p

% en My est donc orthogonale a la droite (F'Hyp).

De plus la tangente & % en My a pour représentation paramétrique

249t
T:{N(M,y+t) ,teR}
2p
Y

Le milieu du segment [F'Hy] a pour coordonnées (O7 %) En prenant le paramétre ¢t = —3
on en déduit qu’il appartient bien a la tangente a € en M.

Ainsi la tangente & ¢’ en M est la médiatrice du segment [F Hy)]

2. Par définition de la parabole par foyer et directrice on sait que d(My, ) = d(My, F) i.e.
MyHy = MyF. Le triangle FMyHg est donc isocele en Mj.

On en déduit que la bissectrice de 'angle FMoHy et la médiatrice du segment [F'Hy| sont
confondues.

Or la droite normale a la parabole € au point My est la droite passant pas My et orthogonale
a la tangente en My. C’est donc la parallele a la médiatrice du segment [F Hy| passant par
My. On vient de voir que cette médiatrice passe par My, ainsi la droite normale & la parabole
% au point My est la médiatrice du segment [F'H]

Finalement la droite normale a la parabole %€ au point M est la bissectrice de 'angle FT/IOT'{O.

3. Un rayon lumineux se dirigeant sur la parabole dans une direction parallele a 1’axe focal
arrive en My en suivant la droite HyM,. Il se réfléchit sur la parabole de sorte que la normale
a la parabole soit la bissectrice de I'angle formé entre le rayon incident et le rayon réfléchi.
D’apres ce qui précede on en déduit que le rayon réflechi suit la droite (MpF'), il passe donc
par le foyer F' de la parabole.

Corrigé de I’exercice 9

(i) Il n’y a pas besoin ici de changer les vecteurs de base de notre repeére.

9 Bastien Marmeth
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Pour (z,y) € R? on a

v+3)  (y—1)°
2 8

=1

1
da? + P +42—-2y—6=0 < 4(x+2)+(y—1)2:8 & (

1
Il s’agit donc d’une ellipse de centre 2 (—2, 1) , d’axe focal 'axe (O, 7), de demi-grand axe

V8 et de demi-petit axe V2.

\ 7

(ii) Il n’y a pas besoin ici de changer les vecteurs de base notre repére.

Pour (z,y) € R? on a

=1

1\° 16\> 467 81 (z+3)° 6(y+1)°
2722 —6y>+18x—64y—12 = 2 il ) 2 3 3
ROy 0@ 7<z+3) 6(y+3> 3 7 467 167
1 16

—3 3> et d’axe focal axe (€, 7)

Il s’agit donc d’une hyperbole de centre 2 <
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—10

iR

\. J

1 2
(iii) Posons A = (2 2)

A est symétrique réelle, ses valeurs propres sont 2 et —3 et on a

Ea(A) = Vet (@) E_3(A) = Vect ((_12))

— 27 + 7 — _) - 27
Posons e = 7 et es = T
Si M a pour coordonnées (z,y) dans O, , ) alors il a pour coordonnées (X,Y’) dans
oamm ()5 ) )
Dans le repere (0, 61,6_2>) notre équation est équivalente & 2X? — 3Y?2 — g + oY —11=0.

VARG

En mettant sous forme canonique on a

2 2
2 2 X - 2 Yy — L
2X23Y2§/)§+?/}%110 = 2(X55> 3<Y\}g> —12 o (X %) 7( %) —1

- =
) dans le repére (O, i, j ), il a pour coor-

)

Considérons le point 2 de coordonnées (

données (1,0) dans le repére (07777).

21
VERYE]
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Notre conique est une hyperbole de centre € (1,0) et d’axe focal Paxe (€, 1)

\ J

(iv) On a

zy+3z+5y—4=0 < (z+5)(y+3)=19 — Hyperbole

Il s’agit ici sim-
plement de la
courbe représenta-

On sait qu'une équation de la forme XY = k définit une hyperbole équilatére dont les
asymptotes sont les axes du repere. p

Ici notre équation décrit donc une hyperbole centrée en Q(—5,—3). Elle est équilatere et ses tive de la fOﬂ%tion
— — . - > 34
asymptotes sont les axes (£, 4 ) et (€2, j ). Ses axes de symétrie sont donc les axes (£, i + j ) y z+5

ot (0,7 — 7).

Puisque k > 0 'axe focal est axe (€2, ? + 7)

12 Bastien Marmeth
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\ 7

11
(v) Posons A = <1 1)

A est symétrique réelle, ses valeurs propres sont 2 et 0 et on a

Ea(4) = Vect (G)) Ei(A) = Vect ((—11))

Si M a pour coordonnées (x,y) dans ( ) alors il a pour coordonnées (X,Y) dans

0]
— = N X _ L 1 1 T
(O, e1,e3) ou (Y) =75 (1 1) Ly
Dans le repére (0, e_f, e_2>) notre équation est équivalente a
1 5
2X? 4+ —X - =Y
V2 V2

En mettant sous forme canonique on obtient

(Xu;i)i?%(”gg)

1 V2
427 80

-9 —11 - =
coordonnées ( ) dans le repere (O, i, j ).

=0.

Considérons le point de coordonnées <— ) dans le repere (O, e, 6_2>), il a pour
ET)

Notre conique est donc une parabole de sommet €2 et d’axe focal 'axe (€2, e_2>), la parabole

est dirigée « dans le sens de €3 ».
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. (11
(vi) Posons A = <1 1)

A est symétrique réelle, ses valeurs propres sont 2 et 0 et on a

Es(A) = Vect (G)) Eo(4) = Vect <<_11>)

J -t + )
V2 V2o
Si M a pour coordonnées (x,y) dans (O,

oas (-4 D)

Dans le repére (0, e, e_2>) notre équation est équivalente a 2X2 — 6v/2X +8 =10

et_2>:

- —
i, j) alors il a pour coordonnées (X,Y) dans

)

Notre conique est donc la réunion des deux droites paralléles d’équations X = v/2 et X = 2v/2
dans le repere (0,e7,€3).

Dans le repére (0, 7, ?) ce sont les droites d’équations z+y=2et z +y = 4.
(vii) On suit la méthode vue en cours et appliquée aux exemples précédents.
, , ( 27 + 7) .
Cette conique est une ellipse de centre O(0,0), d’axe focal axe | O, ——=— |, de demi-

V5

grand axe 1 et de demi-petit axe 3

m 3

S >
/.

L5 1.Vo‘r 5 10

14 Bastien Marmeth
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- =
29 +
'\/5>

(viii) Cette conique est I’hyperbole de centre €2(2,3) et d’axe focal 'axe (Q,

\ J
(ix) La matrice associée a deux valeurs propres strictement positives, notre conique est donc de
type ellipse.

Posonse_f—QZ——jeeg: 5]

Dans le repeére (O, €1, 62) I’équation devient

1— f—>_>£—i> 1—
2

N W

fu2+gvz—7\/§u+7vf4:0

C’est-a-dire

ou encore 9
7
(v=%) 7w+ )
64 9 64
3 7

8 8
——, de demi-petit axe —. On pose 2 le point
V3 P vioooP P

) dans le repere (O, 7, €3). L’axe focal de Dellipse est I'axe (€2, €7).

Il s’agit ainsi d’un ellipse de demi-grand axe

de coordonnées (

V3
— 2
Dans le repere (O, 7, 7 ), Q a pour coordonnées <\/§, —4)

On en déduit le tracé suivant

15 Bastien Marmeth
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. 7

-
5 -3 ~5

x) Il s’agit d’une parabole de sommet S(——=, —=) et d’axe focal I'axe | S,

() Tl Sagit d'une p NPV ( 72 )

Figure .10

Corrigé de ’exercice 10

Considérons la matrice A = (1 m).
m 1

A est symétrique réelle et a pour valeurs propres 1+m et 1 —m. On a E14,,(A) = Vect <(1>)
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et Brun() = Vet (7))

1

— 1 —
Soit alors 7 = — t T =—=(—7 +j).
oit alors 2(2 )e \/E( i+ 7)

Le repére (O, , 7) est orthonormé et, dans ce repére, la conique %, a pour équation (1 +
m)X? + (1 -m)Y? =

— Sim > 1 alors %, est une hyperbole centrée en O d’axe focal I'axe (O, )

— Sim < —1 alors €, est une hyperbole centrée en O d’axe focal I'axe (O, V)

— Sim €] —1,0] alors %,, est une ellipse centrée en O d’axe focal 'axe (O, @) de demi-grand
axe ——— et de demi-petit axe

VvV1i4+m vV1—-m

— Sim €]0,1] alors %, est une ellipse centrée en O d’axe focal I'axe (O, 7) de demi-grand axe

1
VvV1i—m Vi+m

— Sim =0 alors %, est le cercle de centre O et de rayon 1.

et de demi-petit axe

1
— Sim =1 alors %, est la réunion des droites paralleles d’équations respectives X = % et
1
X=—-—
V2
. - = ) . .
Dans le repére (O, i, j ) ce sont les droites d’équations z +y =1let x +y=—1
1
— Sim = —1 alors %, est la réunion des droites paralléles d’équations respectives Y = ﬁ et
1
Y =-

V2
. - —
Dans le repére (O, i, j ) ce sont les droites d’équations y =x —let y=2+1

)

Corrigé de I’exercice 11

1. Considérons la matrice A = <_12 _22>

A est symétrique réelle, son déterminant vaut —2, elle admet donc deux valeurs propres
non-nulles de signes opposés.
% est ainsi une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes.

2. La fonction f : (z,y) — 22 — 4zy + 2> 4+ 2z + y — 2 est une fonction de classe C! sur R?.
Ona Vf(x,y) = 2z —4y+2,—4x+4y+1). Comme Vf(1,1) = (0,1) # (0,0) le point (1,1)
est une point régulier de la courbe f(z,y) = 0.

¢ admet ainsi une tangente au point (1,1) et cette tangente est la droite passant par (1,1)
et dont Vf(1,1) est un vecteur normal

Cette tangente admet donc comme vecteur normal le vecteur de coordonnées (0,1). Son
équation est donc de la forme y + ¢ = 0 avec ¢ € R.

Puisque (1,1) est un point de la tangente on a ¢ = 1. Ainsi la tangente & ¥ au point (1, 1)
est la droite d’équation y = 1.

Si € était la réunion de deux droites sécantes alors elle serait confondues avec ses tangentes.
Ici on constate que la droite d’équation d’équation y = 1 n’est pas incluse dans €, ainsi €
est bien une hyperbole.

V'

— Eléments géométriques

Ici on ne nous de-
mande pas explicite-
ment les éléments
géométriques de

%, de plus les va-
leurs propres de A

étant 3%17 et
3 — V17

, les cal-
culs suivants seraient
fastidieux, on ne va
donc pas les faire.

17
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Figure .11

2.5

2.0 4

1.5

Corrigé de I’exercice 12

%
Notons (O, 7, J ) le repére orthonormé initial.
. . (14X 1=A
Considérons la matrice A = (1 14 /\).

A est symétrique réelle et a pour valeurs propres 2 et 2\. On a E3(A) = Vect <(1>) et

Ean(A) = Vect ((‘f))

1 1 1 -
Soit alors?zﬁ(7+7) etﬁzﬁ(_7+7) et P = \/5 G 11)

Le repere (O, , 7) est orthonormé et, si M a pour coordonnées (z,y) dans le repére initial

alors il a pour coordonnées (X,Y’) dans ce repére ot (ig) =P (z)

()= ()= ()

Dans le repere (O, 7, 7) la conique a alors pour équation

2 1
2X2+2>\Y2—7X Sy A+ =0

En mettant sous forme canonique ceci est équivalent a

2<X—\;\§)2+2)\((Y—\}§)2:)\2—1:0

) dans le repere (0, W, 7).

Ainsi

Posons () de coordonnées (

\/> \/>
1 1 —
Dans le repére initial Q a pour coordonnées (zq,yq) ol <zﬂ> =—P ()\) = ()\ 1>
Q
Dans le repére (€2, U, 7) la conique a alors pour équation

8X2 4+ 8\Y2=4)\2 -1
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— Si A > 1 notre conique est une ellipse de centre 2, d’axe focal 'axe (€2, 7), de demi-grand

S D 21
e € aemi-petit axe
8 P 8A

3
— Si A =1 notre conique est un cercle de centre 2 et de rayon 3

axe

— Sixe |-,1 [ notre conique est une ellipse de centre 2, d’axe focal I'axe (€2, 7), de demi-grand

| —
> =

>

-1 t de demi-petit -1
[§] € demi-petit axe
8\ P 8

— Si A = — alors notre conique est réduit au point €.

axe

DN | =

— SiXe

—

1
0, 1 [ notre conique est ’ensemble vide.
1
— SiAe } —3 O[ alors notre conique est une hyperbole d’axe focal axe (€, 7)

1 -
— SiA= —5 alors notre conique est 'intersection des deux droites sécantes d’équations V2X +
Y =0et vV2X -Y =0.
Dauns le repére initial ce sont les droites d’équations 2z + (6 + 4V2)y — V2 =0 et 22+ (6 —

4V2)y + V2 = 0.

1
— SiA< —3 alors notre conique est une hyperbole d’axe focal axe (€2, ).

Corrigé de ’exercice 13

1. Soit P = aX?® +bX? +cX +d, ot (a,b,¢,d) € R4 avec a # 0. On a alors

3
&
I
o)
S
(:

ar® + bz’ +cx+d=ay® +by* +cy+d

S by —cy=0

az® 4+ bz? + cx — ay
a(e —y)(@® +zy +y*) + bz —y) (@ +y) +clz —y) =0

(z —y)(ax® + ay® + axy +bx +by +¢) =0

S

r=y ou ax+ay?+azy+br+by+c

Ainsi Pensemble des points du plan de coordonnées (z,y) vérifiant ’équation P(x) = P(y)
est la réunion de la droite d’équation = = y et de la conique d’équation az?® + ay?® + azy +

bx +by+c=0.
a
a 2
2. Posons A= [, 2
- a
2
3a? . . ) ; .
det(A) = e > 0. Ainsi % est une ellipse, un point ou ’ensemble vide. Dans tous les cas &

est bien un ensemble borné.

Corrigé de ’exercice 14

) 3
Posons A = 23 52) . On a alors Sp(A4) = {1, 4}.
2
Jr

- 1= 1=
Prenons ] = 7 et e 1 7

N ERNG

Dans le repére (O, e7, e3) la courbe a pour équation

Sl

W4t +2u=0 & (ut+1)?+40’=1

1
On reconnait la courbe d’une ellipse de demi grand axe 1 et de demi petit axe 3 Son centre
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-1 -1
est le point Q de coordonnées (—1,0) dans le repeére (O, e, e_2>) donc de coordonnées ( )

. V2 V2
7)
L’axe focal de lellipse est 'axe (€2, e1).

%
dans le repére (O, i ,

On obtient le tracé suivant :

Figure .12

Corrigé de I’exercice 15

2
1. Soit M Z;—M,yM un point de la parabole. La tangente & (P) en M admet pour vecteur

normal le vecteur de coordonnées (—2p, 2yys), elle admet done pour équation

Yk

2p> +ym(y —ym) =0

Tt —p <x

2
Notons (a, b) les coordonnées du point I. On cherche alors tous les réels yys tels que —p (a — yM) +
ym (b —ynr) =0 =0, cest-a-dire tels que
yir — 2byns +2ap =0

— Si4b*—8ap > 01i.e. b* > 2ap alors il passe par I exactement deux tangentes & la parabole.
Cela correspond aux points sur la partie « a gauche, au dessus et en dessous »de la
parabole

— si b? = 4a alors I est un point de la parabole et il passe par I exactement une tangentes
a la parabole.

— Si b% < 2ap alors aucune tangente & la parabole ne passe par I e. Cela correspond aux
points sur la partie « a droite »de la parabole

2. On se place dans le cas b > 2ap. Les tangentes & (P) passant par I sont les tangentes &

2 2 2b — \/4b%2 — 8
(P) aux points M; (g;,jh) et Moy (‘g;,yg) ol y; = 5 @y \/b2 — 2ap et

Yo = b — /b — 2ap.

Ces deux tangentes ont pour vecteurs normaux respectifs (p,y1) et (p,y2). Elles sont donc
orthogonales si et seulement ces deux vecteurs sont orthogonaux i.e. si et seulement p® +

y1y2 = 0.
Or

P2+ yiya = p° + (b — /b2 — 2ap) (b — /b — 2ap)
=p? + 0% — (b* — 2ap)
=p(p + 2a)

Ainsi les points I par lesquels passent deux tangentes a (P) orthogonales sont exactement

les points de coordonnées <f‘g, b) avec b tel que b% > 2p (fg) (ce qui est toujours vrai).
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Le lieu des points I par lesquels passent deux tangentes & (P) orthogonales est donc la droite

d’équation x — g

Corrigé de I’exercice 16

b

L’orthocentre du triangle ABC' est le point d’intersection des hauteurs du triangle, c’est donc
I’unique point H tel que zﬁ soit orthogonal a B? et B—F} soit orthogonal a ,ﬁ

kN [k

@-ae-n+(y-2) (£

En notant (z,y) ses coordonnées on a ainsi a z
c

(@=be-a)+ (v-7

k k k
Soit A (a, >, B <b, > et C (c, > trois points de (I') avec a,b et ¢ trois réels distincts
a c

Ce systeme est équivalent a

aky — abex — k> + a’be =0
bky — abex — k?* 4 ab’*c =0

R . k> abc
Ce systeme a pour solution z = ——, y = ——.
abc k
11 est alors aisé de constater que xy = k, ainsi Uorthocentre du triangle ABC appartient bien

a 'hyperbole (T').

Corrigé de ’exercice 17

- i A7H et AN sont colinéa
1. Le point M est tel que AH et ,W sont orthogonaux et A'H et A'N sont colinéaires.

En notant (z,y) ses coordonnées on a donc (z — 1) + yt =0 et z 1 Ez‘ =0
- 3—t? 2t
Done=gm =51
3—1t2
r(t) =03
2. On étudie la courbe 3 gtt pour t € R.
) =—
y(t) 3+ t2

La fonction z est paire et la fonction y est impaire. On va donc étudier la courbe sur Ry et
on obtiendra le support complet par symétrie orthogonale par rapport a ’axe des abscisses.

S = —12t
- 22
Pourt > 0on a g:z;__t t)Q)
/ t) _
4 (B+1)2

On en déduit le tableau des variations conjointes

21
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t 0 V3 +00
() |0 +
1 \
x(t) 0
\ »
1
V3
y(t)
0 / \ 0
y'(t) + 0 -

La courbe n’a pas de point singulier. On en déduit le tracé suivant

Figure .13 — Tracé sur R

% 3

0.5 -\
faY Il €T

Puis par symétrie

Figure .14 — Tracé sur R

\.

—-1.0 -

3. Le tracé semble indiquer que (C) est incluse dans l'ellipse de centre O(0,0), d’axe focal 'axe

1
des abscisses, de demi-grand axe 1 et de demi-petit axe —.

V3

Cette ellipse a pour équation 22 + 3y* = 1.

Soit t € R, on a alors

z(t)? + 3y(t)? =

(3

— 122+ 1212 9466241

(3 +12)2 3 +12)2
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Ainsi (C) est bien incluse dans Dellipse de centre O(0,0), d’axe focal Paxe des abscisses, de

1
demi-grand axe 1 et de demi-petit axe —.

V3

Soit (x,y) un point de cette ellipse. On a en particulier z € [-1,1] et y € [

11
_ﬁ’\/ﬁ]'

ainsi tous les points

2

2t
ety =——
l+a 342 YT 34
de Vellipse privée du point de coordonnées (—1,0) appartiennent bien a (C')

1—= —
Pour x # —1 posons t = 4/3 ,on a alors z =

2

+ 2

Le point (—1,0) n’appartient par contre pas & (C) car il n’existe pas de réel ¢ tel que =
—1.
Finalement (C') est lellipse de centre O(0, 0), d’axe focal I’axe des abscisses, de demi-grand

axe 1 et de demi-petit axe — privée du point de coordonnées (—1,0).

V3

Corrigé de ’exercice 18

1. L’équation Z = 0 est une équation polynomiale de degré 2 dans C

Son discriminant est A =4 [(6 —2i)® —18i + 8} =4 (40 — 421).

Re(d?) = 160
On cherche § = a+ib tel que 6> = A. On va alors résoudre le systéme { Im(5?2) = —168,
62| = |A|
a? = b? = 160
ce qui nous donne le systeme ¢ 2ab = —168
a® +b* = 232

On obtient § = 14 — 12i ou —14 + 12
— (6 — 2i) £ (7 — 30)

i
2. Posons z = x+iy avec x, y réels. On a alors Z = (—2xy + 12z + 4y + 18)+4 (x2 —y? —da+ 12y + 8).

Ainsi les solutions de ’équation sont z = ,ie.z2=5+4+13iet 2 =—1—1.

Alors Re (Z) =0 <= a2y — 62 — 2y — 9 =0 : (C,) est donc une conique.

Une factorisation donne

M (z,y) € (Cr) <= (z—2) (y—6) =21
(C) es_t> donc une hyperbole équilatére de centre 2 (2,6) et d’asymptotes les droites (€2, ?)
et (2, 7).

- = —
Ses axes de symétrie sont dirigés par ¢« + j et ¢ — j . L’axe focal est la droite d’équation x —
y+4 = 0. Les sommets de ’hyperbole sont A (2 +v21,6 + \/21) et B (2 —V21;6 — \/21).

On en déduit le tracé suivant :
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PT

A
12
10
8
4
~
B
6 —4 —2

R

3. De méme

M(z,y) € (C;) <

2=y —drx+12y+8=0 & -—

(x - 2)°

+(y—6)2 _

1

40

40

il s’agit encore d’une hyperbole équilatere de méme centre €2, dont les droites x = 2 et y = 6
sont cette fois les axes, ’axe focal étant la droite d’équation x = 2.

Les sommets sont C' (276 — 2@) et D (2,6 + 2@)

Figure .16

14

12

10

J

4. L’intersection de ces deux hyperboles sont les points d’affixe z tels que Re (Z) = Im (Z) =
soit Z = 0. Il s’agit donc des points M (—1,—1) et N (5,13) d’apres la question 1.

0,

— Remarque

Bien évidemment on
va réfléchir un peu
avant de se lancer
bille en téte dans la
recherche des points
d’intersection des
deux hyperboles pré-
cédentes. Le calcul

seralt .T,I'eS Iastidleux
BastigpMarmath

plétement inutile.




